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Аннотация 
В работе описаны подходы к расчету электромагнитных полей вибрационного микрогенератора. 
Представлена методика нахождения распределения постоянного магнитного поля в окрестности 
ферромагнитного объекта на основе метода конечных элементов. Расчет магнитного поля 
проводился в кусочно-неоднородных средах, когда внутри отдельных объемов свойства среды 
зависят от координат, а на границах раздела сред значения электромагнитных параметров 
разрывны. Для расчета электромагнитных полей в открытых областях применен метод одноосно 
хорошо согласованных слоев – UPML, позволяющий приблизить границы расчетной области к 
исследуемым объектам. При расчете магнитного поля в декартовой системе координат на 
границах расчетной области вводились слои материала, магнитные параметры которого 
описывались трехдиагональным тензором относительной магнитной проницаемости. Полученные 
результаты проведенных численных экспериментов показывают незначительную зависимость 
полученного решения от параметров UPML-метода. 
 
Abstract 
The paper describes approaches to the calculation of electromagnetic fields of a vibration microgenerator. 
The method of finding the distribution of a constant magnetic field in the vicinity of a ferromagnetic 
object based on the finite element method is presented. The calculation of the magnetic field was carried 
out in piecewise inhomogeneous media, when the properties of the medium within individual volumes 
depend on the coordinates, and at the interfaces of the media, the values of the electromagnetic 
parameters are discontinuous. To calculate the electromagnetic fields in open areas, the method of 
uniaxial well – coordinated layers-PML is used, which allows to approximate the boundaries of the 
computational domain to the objects under study. When calculating the magnetic field in the Cartesian 
coordinate system at the boundaries of the computational domain, layers of material were introduced, the 
magnetic parameters of which were described by the tridiagonal tensor of relative magnetic permeability. 
The results of the numerical experiments show a slight dependence of the obtained solution on the 
parameters of the UPML method. 
 
Ключевые слова: магнитное поле, метод конечных элементов, ферромагнитный материал, 
расчетный элемент, неоднородная среда, граничные условия. 
Keywords: magnetic field, finite element method, ferromagnetic material, computational element, inho-
mogeneous medium, boundary conditions. 
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Постановка проблемы 
Существующее разнообразие различного рода маломощных потребителей, работа-
ющих без связи со стационарными энергосистемами, вызывает постоянный рост спроса на 
компактные мобильные системы электроэнергообеспечения. Развитие новых мобильных 
технологий и оборудования также требует необходимости разработки, создания и приме-
нения локальных малогабаритных генераторов электроэнергии [Демирчян, Чечурин, 
1986]. В основе таких источников энергии используются так называемые линейные мик-
рогенераторы, в которых механическая энергия различных типов движений (колебаний с 
широким спектром частот) конвертируется в электрическую [Sowmiya et al., 2013; Сумин, 
Смоленцева, 2015]. 
Вибрационные микрогенераторы (ВМГ) выполняют из конструкционных материа-
лов, электромагнитные свойства которых различны и в некоторых случаях неодинаковы 
во всех точках объема. С этой точки зрения расчет полей можно классифицировать сле-
дующим образом [Демирчян, Чечурин, 1986]: 
1. Расчет поля в неоднородных средах, когда электромагнитные свойства непре-
рывно зависят от координат. 
2. Расчет поля в кусочно-однородных средах, когда внутри отдельных объемов 
свойства сред не зависят от координат, но отличны друг от друга. 
3. Расчет поля в кусочно-неоднородных средах, когда внутри отдельных объемов 
свойства среды зависят от координат, а на границах раздела сред значения электромаг-
нитных параметров разрывны. 
Задачи третьей группы наиболее часто встречаются при расчете реальных кон-
струкций. 
Объекты и методы исследования 
Численное исследование электрических и магнитных полей целесообразно выпол-
нять, используя скалярный и векторный потенциалы [Гончаренко, Поляков, 2014]. 
Уравнение относительно скалярного электрического потенциала для неоднородных 
сред 
ÝñòÝgradudiv   ,                                                     (1) 
для обобщенного скалярного магнитного потенциала 
MñòMgradudiv   ,                                                    (2) 
для векторного магнитного потенциала 
ñòJgradAdiv 
1
 ,                                                       (3) 
где 0HdivMÝñò   ; JrotH 0 . 
При расчете электрических и магнитных полей в кусочно-неоднородных средах 
заданным является либо закон распределения источников в пространстве, либо закон 
распределения потенциала (напряженности поля) на некоторых поверхностях , либо и 
то и другое. Источники электростатического поля – электрические заряды, распреде-
ленные в пространстве с плотностью , , . Источники электромагнитного поля – 
электрические токи плотностью J, j, распределение которых в пространстве в боль-
шинстве случаев задано. Целесообразна такая постановка задачи расчета магнитного 
поля, когда источниками поля являются не токи, а эквивалентные им магнитные заря-
ды плотностью М, М, М [Кузнецов-Сытинский, 2017; Чудинов, Томакова, Степанов  
и др., 2014]. 
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При расчете полей в кусочно-неоднородной среде целесообразно использовать 
подход, связанный с возможностью сведения неоднородной среды к однородной [Уайт, 
Вудсон, 1964]. Если  
MMM gradugraddivgradugradudiv    , 
тогда вместо (1) можно записать: 
MMñòM gradugraddivgradu    ,  
или  
MMñòM gradugraddivgradu 





11
 .                                     (4) 
Слагаемые правой части (4) характеризуют два типа источников: сторонние объем-
ной плотностью Мст и источники, появляющиеся в точках, где 0ñògrad  , то есть 
внутри ферромагнитных тел и на их поверхностях.  
Преобразование уравнения (1) к виду (4) означает, что расчет поля в кусочно-
неоднородной среде сведен к расчету поля в однородной среде. Если проницаемость од-
нородной среды принята αе, то плотность вторичных источников: 
i
Mi
óMâò
gradugrad





  .                                                   (5) 
Плотность сторонних, или первичных, источников, расположенных в точках, про-
ницаемость среды в которых αi, равна Mñò
i
e
Mâò 




 , так как уравнение (4) принимает 
вид: 

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

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ee
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i
e
M
gradugrad
divgradu
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


 11
. 
Объемная плотность вторичных источников Мвт неизвестна, так как она выражает-
ся через подлежащую определению функцию Mgradu . На поверхностях ферромагнитных 
тел объемная плотность Мвт=, поскольку grad  вследствие скачка магнитной 
проницаемости. Потенциал uМ связан с плотностями Мст, Мвт источников соотношением 
[Демирчян, Чечурин, 1986]: 
 
ñòñò V
Ìâò
eV
cn
Ìñòi
M
r
dV
r
dV
u



  4
11
4
1
. 
Вычисляя Mgradu  и подставляя его значение в (5), можно получить интегральное 
уравнение относительно искомых плотностей Мвт вторичных источников: 



ñòâò V
ñòÌñò
i
i
V
âòÌâò
i
i
Mâò
r
dV
grad
grad
r
dV
grad
grad 










44
1
. 
Таким образом, применение данного подхода приводит к введению вторичных ис-
точников и формулировке задачи расчета поля в кусочно-неоднородных средах в виде ин-
тегральных уравнений относительно плотностей этих источников [Ковалев, 2016]. 
Данный подход имеет определенные особенности при реализации на ЭВМ. Эти 
особенности вытекают из специфики выполнения численных расчетов на ЭВМ, проблем 
прикладной математики, характера решаемых уравнений поля. С точки зрения численных 
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расчетов большое значение имеет степень и вид взаимной связи уравнений поля для от-
дельных составляющих искомых векторов, что накладывает определенные ограничения на 
выбор подхода [Румбешт, 2016]. Критерием для выбора данного метода получения исход-
ных уравнений должны служить возможность повышения численной устойчивости расче-
та, простота задания исходных данных, геометрии границ, проверки получаемых резуль-
татов и т. д., то есть прикладные аспекты подхода. 
Аппроксимация поверхностей тел, граничных и краевых условий, особенно при 
криволинейных поверхностях, представляет собой сложную задачу, решение которой ста-
новится проще, если расчетная область разбивается на элементы (ячейки) конечного раз-
мера – в общем случае элементы нерегулярной структуры. В пределах любого элемента 
искомая расчетная функция – потенциал – может быть выражена через полином степени n 
координат x, y, z: 
n
p zxyzyxzyxu   ...),,( 43210 ,                          (6) 
причем для любого из элементов коэффициенты α0, α1, ..., αр полинома принимают отлич-
ные от полиномов других элементов значения. Кроме того, эти коэффициенты можно свя-
зать с потенциалами узлов u0, u1, ..., uр таким образом, чтобы обеспечить условие миниму-
ма энергии потенциала, что достаточно для соответствия искомого распределения потен-
циала уравнения Максвелла [Жиляков, Черноморец, Болгова, 2016]. 
Если предположить, что потенциал u(x, y, z) в произвольной точке внутри конечно-
го элемента связан с потенциалами u0, u1, ..., uр через некоторую совокупность функций φi: 



p
i
pppp uuuuuzyxu
0
221100 ...),,(  ,                           (7) 
а вместо произвольных координат принять координаты узлов конечного элемента, то 
можно получить следующую систему уравнений: 
....
.................................................................
.................................................................
.................................................................
;...
;...
3210
113121101
003020100
n
pppppp
n
p
n
p
zzyxu
zzyxu
zzyxu



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
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.
 
В матричной форме она имеет вид: 
uX  , 
где  pT  ,...,, 10 ;  pT uuuu ,...,, 10 . 
Матрица координат узлов элемента 

















n
pppp
n
n
zzyx
zzyx
zzyx
X
...1
........
........
........
...1
...1
1011
0000
 
является квадратной матрицей порядка p+1, так как число узлов элемента равно числу ко-
эффициентов α0, α1, ..., αр. Решение этой системы есть матрица uX
1 . Полагая 
 nzxyzyxx ,...,,,,,1 , можно получить: 
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i
i
iuuuxXzyxu   1),,( ,                                            (8) 
где 1 xX - матрица функций  p ...,,, 210 .  
Элементы φ0, φ1, ..., φр матрицы φ, как следует из (8), являются полиномами того же 
порядка, что и полином потенциала (6).  
Поскольку потенциал внутри и на границах элемента зависит от потенциалов толь-
ко тех p+1 узлов, которые принадлежат данному элементу, то потенциал u(x, y, z) для всей 
расчетной области можно записать аналогично (6):  



N
i
iiuzyxu
0
),,(  . 
В данном случае суммирование выполняется по всем узлам расчетной области. При 
этом 0  для i=0, 1, 2, ..., p и 0i  при i>p, если потенциал рассчитывают внутри эле-
мента, имеющего узлы с номерами от 0 до p.  
Равенство (8) позволяет уточнить вид функций φ0, φ1, ..., φр, являющихся полино-
мами порядка n координат. При x=xi, y=y1, z=zi, когда u=ui, φi=1, φ0=φ1= =φ2=…= φi-1= 
φi+1=…= φp=0, то есть функция φi, являясь полиномом порядка n, имеет значение, равное 
единице в узле i, и значения, равные нулю, в других узлах элемента. 
Задача нахождения потенциалов ui узлов элементов решается при использовании 
метода конечных элементов (МКЭ) различными способами: в одном из них применяют 
метод Ритца, в другом – метод Галеркина [Петриченко, Петриченко, 2016; Буханцов, 
Дружкова, 2017]. В первом случае потенциалы узлов отыскивают из условия минимума 
энергетического функционала, а во втором – из условия ортогональности невязки решае-
мого уравнения и базисных функций МКЭ.  
Для нахождения распределения постоянного магнитного поля в окрестности фер-
ромагнитного объекта рассматриваемая область разбивается на ячейки, имеющие форму 
параллелепипеда (рис. 1). При этом узлы расчетной сетки (i, j, k) лежат на границах разде-
ла сред. В пределах каждой из ячеек свойства среды предполагаются однородными. 
 
 
Рис. 1. Расчетный элемент (ячейка) 
Fig. 1. Calculation element (cell) 
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Результаты и их обсуждение 
Применение МКЭ наиболее эффективно при расчете электромагнитных полей в так 
называемых закрытых областях, поскольку на границах расчетной области существует 
необходимость задания условий для потенциалов или напряженностей поля [Сорокин, 
Чудинов, Сорокин, 2017]. При использовании МКЭ в открытых областях, чтобы электро-
магнитное поле было невозмущенным или затухшим, требуется значительно увеличивать 
расчетную область, отодвигая ее границы от исследуемого объекта. Количество неизвест-
ных решаемой при этом системы уравнений становится чрезвычайно большим, вследствие 
чего задача может оказаться нереализуемой даже на самых современных ЭВМ. При этом 
наиболее полезной является информация об уровнях напряженности магнитного поля в 
непосредственной близости и внутри исследуемого объекта [Taflove, Hagness, 2000].  
Учитывая, что ферромагнитные тела искажают распределение магнитного поля, 
применение «поглощающих граничных условий» позволяет в несколько раз уменьшить 
габариты расчетной области, и, как следствие, происходит снижение порядка решаемой 
системы уравнений, а также времени расчетов. Для обеспечения возможности использо-
вания МКЭ для расчета электромагнитных полей в открытых областях целесообразно ис-
пользовать метод одноосно хорошо согласованных слоев – UPML (uniaxially perfectly 
matched layers) [Резинкина, 2009], позволяющий приблизить границы расчетной области 
практически вплотную к исследуемым объектам. Для решения уравнений Максвелла на 
границе расчетной области требуется вводить дополнительные среды, распределение поля 
в которых носит лишь вспомогательный характер и не учитывается в результате расчета. 
Электрические и магнитные параметры данных сред задаются анизотропными, что обес-
печивает быстрое безотражательное затухание электромагнитного поля. 
Для расчета магнитного поля в декартовой системе координат на границах расчет-
ной области вводятся слои материала, магнитные параметры которого можно описать 
трехдиагональным тензором относительной магнитной проницаемости: 




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



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z
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x

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.
 
В слое, параллельном плоскости x-y, μx = μy; в слое, параллельном плоскости y-z, 
zy 

ˆˆ   и т. д. При этом соответствующий элемент тензора 

ˆ  имеет значение меньше еди-
ницы. Так, для слоя, параллельного плоскости x-y, тензор магнитной проницаемости: 
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где as>1. 
Тензоры пересекающихся слоев в угловых зонах расчетной области перемножаются: 
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kx , ky , kz – коэффициенты. 
Безотражательное затухание электромагнитного поля обеспечивается выбором 
числа шагов в UPML-слоях и характера изменения величины as по глубине слоя. Для того 
чтобы избежать эффектов отражения [Кузнецов-Сытинский, 2017], следует задавать изме-
нение магнитных свойств UPML толщиной d по глубине x в соответствии с полиномиаль-
ным законом: 
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mdxkxk x )/)(1(1)( max  ,                                            (9) 
где kmax – максимальная величина kx на внешней границе UPML;  
m – показатель степени, причем 3≤ m≤ 4 [Булавин, 2015]. 
Значения ky(y) и kz(z) вычисляются аналогично (9).  
Поскольку ферромагнитное тело искажает распределение однородного внешнего 
магнитного поля, то граничные условия nHn 0/   могут быть заданы лишь на доста-
точном от него удалении. Для приближения границ расчетной области к объекту необхо-
димо использовать UPML-метод и на границе задавать условия [Кузнецов-Сытинский, 
2017]: 
xHkx 0max/   ; yHky 0max/   ; zHkz 0max/   . 
Проведенные численные эксперименты показывают незначительную зависимость 
полученного решения от параметров метода одноосно хорошо согласованных слоев 
(UPML) [Шимановский, Каплюк, 2017; Маторин, Жихарев, Егоров, 2017; Аверин, Звягин-
цева, Швецова, 2018.].  
На рис. 2 представлены результаты расчета распределения магнитного поля в 
окрестности параллелепипеда, имеющего относительную магнитную проницаемость 
μ=200, при приложении внешнего поля параллельно оси X, то есть H0=Hx. На рисунке 
представлена вся область, в которой производился расчет, включая одноосные хорошо 
поглощающие слои 1. Данный расчет произведен с помощью МКЭ при использовании 
одноосно хорошо согласованных граничных слоев [Дмитриевский, Прахт и др., 2012]. 
Объект 2, в окрестности которого рассчитывалось искажение магнитного поля, – ферро-
магнитный параллелепипед.  
 
 
Рис. 2. Распределение напряженности магнитного поля ферромагнитного параллелепипеда  
с размерами (X×Y×Z): 
a) 0.16×0.3×0.08 м, б) 0.4×0.16×0.08 м 
Fig. 2. Distribution of magnetic field strength of ferromagnetic parallelepiped with dimensions (X×Y×Z):  
a) 0.16×0.3×0.08 m, b) 0.4×0.16×0.08 m 
Заключение 
Полученные результаты численного расчета распределения магнитного поля для 
объемных ферромагнитных тел при использовании МКЭ и введении поглощающих гра-
ничных слоев показали их совпадение с аналитическими решениями с расхождениями в 
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пределах 3%. Данная методика может быть использована для описания нелинейной маг-
нитной проницаемости ферромагнитных тел и изменения при этом распределения их маг-
нитного поля. 
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